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Аннотация

В данной работе представлен методический материал для начала ознакомления с темой «Случайные величины»: представлена презентация для проведения урока, сопровождающий текст, примеры задач, предлагаемых для решения. Материалы могут быть использованы учителями информатики при подготовке к уроку, а так же на дополнительных или внеклассных занятиях; могут быть взяты за основу работы над проектами по темам, связанных с использованием и изучением случайных величин.

Введение

В настоящее время трудно переоценить значение темы «Моделирование» в курсе информатики и информационно-коммуникационных технологий. В основной школе дается понятие о модели и ее назначении, рассматриваются классификации, виды, формы моделей, этапы разработки и исследования моделей, а также средства моделирования. Полученные знания в старшей школе углубляются и расширяются, более подробно рассматриваются и исследуются информационные модели [10]. В классах с углубленным изучением математики (профильный уровень) целесообразно вести речь о компьютерном математическом моделировании, частью которого являются имитационное моделирование и построение вероятностных моделей [18].

Наиболее распространенными типами математических моделей, исследуемых теорией вероятностей, являются случайные события (процессы), случайные величины. В школьном курсе математики предполагается знакомство учащихся со случайными событиями и их вероятностями, хотя авторы некоторых учебников и пособий вводят и понятие случайной величины [2, 19]. Компьютерное моделирование игр, практических ситуаций, решение различных задач с использованием генерации (получения) случайных величин (чисел) может стать связующим звеном между такими науками как математика, теория вероятностей, статистика, информатика.

Целью данной работы является разработка урока по теме «Случайные величины». Для достижения цели поставлены следующие задачи:

· раскрыть сущность метода моделирования случайных чисел на компьютере;

· показать практическое применение случайных чисел в задачах;

· представить различные варианты использования материала для самостоятельного исследования вопросов, связанных с данной темой.

Объяснение материала предлагается проводить с использованием презентации. Некотрые слайды скрыты. При желании и необходимости их можно открыть для показа учащимся. В Приложении 1 данной работы приведены примеры решений задач, которые учащиеся решают на уроке. В Приложении 2 представлен план сопровождения проекта, который может быть выбран учащимся.

Ход урока

Слайд 1 Вступление

Случайность как явление реальной жизни нам хорошо знакома. В языке это закреплено множеством поговорок и выражений: случай может быть счастливым и несчастным, «случайными» бывают попутчики, встречи, звонки и т. д. Мы говорим «дело случая» подразумевая, например, исход хоккейного матча. Случайность - не выдуманная математиками абстрактность, она, безусловно, существует в реальности. Изменение биологического вида – это результат случайных мутаций, происходящих на протяжении многих поколений. Общественное развитие – результат совместного действия многих случайных факторов. Метеорологические явления подвержены влиянию различных природных особенностей. Потребности практики привели к исследованию случайных величин и необходимости моделировать случайные процессы на компьютере. «Случайность» может быть использована как конструктивный элемент в организации деятельности людей. Например, при организации телефонной связи в некотором районе нужно знать число вызовов в каждый момент времени, а оно случайным образом изменяется с течением времени. Раздел математики, изучающий случайные события, их закономерности, называют теорией вероятностей.

Слайд 2 Применение

«Случайно выбранные» числа оказываются полезными для самых различных целей [7]. Вот некоторые из них:

· Моделирование. С помощью вычислительных машин моделируются природные явления, случайные числа позволяют приблизить модель к реальности. Модели применяются в различных областях: от ядерной физики (частицы испытывают случайные соударения) до системного анализа (скажем, люди входят в банк через случайный интервал времени).

· Выборка. Часто бывает, что проверка всех возможных вариантов практически не осуществима, тогда на некоторые вопросы позволяет ответить случайная выборка.

· Программирование. Для вычислительных машин случайные числа служат хорошим источником данных при испытании эффективности различных алгоритмов.

· Принятие решений. Говорят, что некоторые руководители принимают решение, бросая монетку. Иногда бывает важно принять совершенно непредвзятое решение. Случайность – существенная часть стратегии компьютерных игр.

· Развлечения. Многие проводят время, тасуя карты, бросая кости или наблюдая за колесом рулетки, и находят в этом необъяснимое удовольствие. Таким традиционным использованием случайных чисел объясняется, почему термин «Монте-Карло» служит общим наименованием для всех алгоритмов, в которых применяются случайные числа.

Слайды 3-4 Определение случайной величины

Практически во всех учебных пособиях, где рассматриваются элементы теории вероятностей, понятие случайного события вводится с опорой на жизненный опыт и интуицию учащихся. (Именно поэтому столь часто приводятся примеры с монеткой или игральным кубиком – легко провести эксперимент). И если представление учащихся о вероятности (как о частоте) более или менее соответствует истинному смыслу этого понятия, то интуитивное представление о случайной величине, как правило, весьма далеко от математического определения. Случайная величина не просто число, значение которого неизвестно.

 Случайная величина – функция, определенная на множестве исходов эксперимента, где каждому исходу ставится в соответствие число.

Например, при бросании кубика пространство всех элементарных исходов (значений) в данном эксперименте составляет отрезок от 1 до 6. Если исход опыта и не описывается числами, можно «принудительно» приписать каждому исходу числовое значение. Так, при бросании монеты можно договориться, что «орел» обозначается единицей, а «решка» - нулем. Когда каждому элементарному исходу случайного эксперимента мы ставим в соответствии число, на самом деле мы определяем некоторую числовую функцию. 

Слайд 5 Моделирование случайных величин

Раньше ученые, нуждающиеся в своих работах в случайных числах, раскладывали карты, бросали кости или вытаскивали шары из урны. Полученные результаты заносились в таблицу. Для составления такой таблицы не использовались кости или карты, была сконструирована специальная рулетка. С появлением вычислительных машин начались поиски эффективного метода получения случайных чисел, пригодных для использования в программах. Были предложены различные алгоритмы получения последовательности случайных чисел. Но надо отчетливо понимать, что вся последовательность – это результат вычислений, а, значит, числа случайными назвать нельзя, это псевдослучайные числа.

В настоящее время наиболее широко применяется полиномиальный генератор псевдослучайной последовательности. Последовательность описывается формулой
Xk+1 = (aXk + c) mod m. Такой генератор называется полиномиальным потому, что в основе его работы лежит остаток от деления полинома на число. 

Случайная последовательность должна отвечать следующим критериям: 

· она не должна повторяться на интервале [1, m]; 

· в последовательности длиной m должны выпасть все числа от 1 до m.

Это достигается правильной подборкой коэффициентов. a = 75, c = 0, m=231-1 (1969г.) Парк и Миллер [22].

Многие языки программирования имеют встроенный генератор случайных чисел. В алгоритмическом языке Pascal для генерирования случайной последовательности с равномерным распределением используется стандартная встроенная функция Random[(Диапазон : integer)]. Функция возвращает случайное число x, вещественного типа, если не указан параметр, и целого типа – при указании.

Слайд 6 Распределение

Говоря о встроенной функции Random, имелось в виду равномерное распределение.

Равномерное распределение - это такой вид случайной последовательности, когда выпадение любого числа внутри интервала имеет равную вероятность. Во время дождя капли по земле распределяются равномерно. Предположим, что в результате эксперимента может произойти одно и только одно из n равновозможных событий. Равномерным распределением описывается, к примеру, бросание игрального кубика.

Нормальное распределение – такой вид случайной последовательности, при котором все значения стремятся к некоторому центру.

Для демонстрации такого распределения часто используется так называемая "доска Гальтона". Принцип работы этого устройства прост. Металлические шарики поступают в самый верхний канал. Наткнувшись на первое острие, они случайным образом отскакивают направо или налево. Затем происходит второй такой выбор и т.д. При хорошей подгонке деталей выбор оказывается практически случайным. Как видно из анимации, попадание шариков в нижние лунки не равновероятно. Мы имеем дело с равномерным или Гауссовым распределением.

Слайды 7-8 Примеры задач, приводящих к нормальному распределению

Рассмотрим пример.

Хороший стрелок стреляет из пистолета по сильно удаленной мишени. Он очень стремится попасть в нее, но ему мешают большое расстояние и ветер. Как лягут пули в мишень, если патронов достаточно много. 

Очевидно, они не будут рассеяны равномерно. Все пули будут стремиться к одной точке – центру мишени, и в то же время есть вероятность, что точно в центр ни одна из них не попадет. Точно так же очень мала вероятность, что какая-то пуля вообще не попадет в мишень. Больше всего попаданий будет в средние кольца мишени. С увеличением числа выстрелов распределение попаданий от края к центру мишени будет приближаться к нормальному распределению.

Примечание для учителя: Можно предложить учащимся решить задачу. В институт поступают 800 абитуриентов, при поступлении необходимо сдать 4 экзамена. За сдачу каждого экзамена можно получить максимум 10 баллов. Напишите программу, моделирующую процесс получения баллов за экзамены и составляющую таблицу и гистограмму распределения количества абитуриентов по набранному среднему баллу за четыре экзамена. Принять равную вероятность получения каждой оценки за  экзамен любым абитуриентом.

Слайды 9-10 Имитационное моделирование. Число  π

В настоящее время трудно переоценить значение темы «Моделирование» в курсе информатики и информационно-коммуникационных технологий. В основной школе дается понятие о модели и ее назначении, рассматриваются классификации, виды, формы моделей, этапы разработки и исследования моделей.  Полученные знания в  старшей школе углубляются и расширяются, более подробно рассматриваются и исследуются информационные модели. В классах с углубленным изучением математики (профильный уровень) целесообразно вести речь о компьютерном математическом моделировании, частью которого являются имитационное моделирование и построение вероятностных моделей. 

Имитационное моделирование — это искусственный эксперимент, при котором вместо проведения натурных испытаний с реальными объектами проводят опыты с помощью математических моделей.

Метод Монте-Карло — это численный метод решения задач с помощью моделирования (генерации) случайных величин.

Рассмотрим метод Монте-Карло для приближенного вычисления площади геометрических фигур. Вероятностная модели базируется на использовании большой серии испытаний со случайными параметрами, причем точность результата зависит от количества проведенных опытов.

Пусть требуется вычислить площадь плоской фигуры Sфигуры. Это может быть совсем произвольная фигура с криволинейной границей, заданная графически или аналитически, связная или состоящая из нескольких кусков. Пусть это будет фигура, расположенная на рисунке. Поместим ее в квадрат.

В этом квадрате выбрано случайным образом N точек, из них какие-то попали внутрь фигуры. Для наглядности генерирования точки, попавшие в фигуру, закрашены цветом. Тогда при большом числе N площадь фигуры будет приближенно равна отношению точек попавших в фигуру, к общему числу генерируемых точек.

Координаты точек можно получить с помощью датчика случайных чисел.

Примечание для учителя. Анализ и исследование построенной модели удачно можно провести при нахождении приближенного значения числа π. Существует не один способ вычисления этого приближенного значения числа π. Используя графические возможности языка программирования, эта задача может быть представлена в наглядной форме.

При увеличении количества генерируемых точек, можно наблюдать все большее приближение результата эксперимента к известному значению числа π.

Слайды 11-12 Случайные числа в задачах

Используя встроенную функцию, генерирующую последовательность случайных чисел, можно решать различные задачи. Наибольший интерес могут вызвать моделирование несложных игровых ситуаций.

· Смоделируйте подбрасывание монеты и падение ее одной из сторон «орел» или «решка». Вычислите относительную частоту появления «орла» при N подбрасываниях монеты. Сравните полученный результат с классической частотой появления «орла».

· Смоделируйте бросание пары игральных костей. На какую сумму очков выгоднее делать ставку?

· Выбор случайных карт или домино: - бьет ли одна карта другую; - можно ли приставить одну доминошку к другой в соответствии с правилами.

· Интересны задачи «лото» и «лотерея». Получить неповторяющуюся последовательность случайных чисел . В работе предложены несколько вариантов решения задачи.

· Тестирующие и контролирующие программы;

· «крестики – нолики»;

· работа с графикой;

· тетрис, «быки - коровы».

Примечание для учителя. Решение этих и многих других игровых и занимательных задач способствует:

· повышению познавательного интереса учащихся;

· развитию логических и математических способностей;

· выработке общих навыков компьютерного моделирования;

· развитию навыков работе с компьютером.

В ходе разбора задач рассматриваются некоторые приемы программирования, происходит знакомство с важными понятиями теории вероятностей. Стоит упомянуть здесь и о статистическом подходе к определению вероятности. Вероятность случайного события приближенно равна частоте этого события, получаемого при проведении большого числа независимых экспериментов. Закон больших чисел. Межпредметные связи.

Слайд 13 Моделирование случайных величин

Примечание для учителя. Приведена таблица использования функции генерации случайной величины на примере алгоритмического языка Pascal. В Pascal ABC процедуру Randomize писать в программе необязательно (датчик случайных величин инициализируется автоматически). Таблицу записывает в рабочую тетрадь. Учить не нужно, если понятен принцип работы функции Random.

Слайды 14-15 Задачи для решения на компьютере

Примечание для учителя. Для решения задач необходимо знать:

· модуль CRT;

· условный оператор;

· циклы;

· символьный тип данных; 

· массив (для 5 задачи).

На слайде 15 в качестве примера приведены задачи для «продвинутых» учеников.

Слайды 16-17 Дополнительные вопросы, список литературы

Тема представленной методической разработки является лишь одним из «кирпичиков» общего курса информатики и информационно-коммуникационных технологий.

При этом появляется дополнительная возможность заинтересовать учащихся, дать толчок к получению новых знаний, к самостоятельному развитию своих способностей.

Тема «Случайные величины» может стать «стартовой площадкой» для рассмотрения, изучения или самостоятельного исследования следующих вопросов:

· При выработке случайной последовательности чисел, как же решить, достаточно ли она случайна? (Например, про универсальный тест для анализа случайных последовательностей можно прочитать [7, п. 3.3.1]);

· Что такое пуассоновское распределение? [13, 17]

· Кого «сковывают» цепи Маркова? [9, Андреев В. Н., Иоффе А. Я. Эти замечательные цепи. – М.: Знание, 1987. – 176 с.]

· Моделирование геометрических вероятностей: задачи о встрече, задача Бюффона, парадокс Бертрана и др.[1, 9, 13];

· Построение лабиринтов и других геометрических объектов [3, 9];

· Как управлять водохранилищем? [4];

· Статистическая выборка: мода, медиана, математическое ожидание, дисперсия [12,  16];

· Вычисление определенного интеграла методом Монте-Карло  [15, 18];

· Расчет системы массового обслуживания [4, 15];

· Расчет качества и надежности изделий [15];

· Разработка имитационной модели «хищник-жертва» [18]и многие другие.

В этом может помочь предложенный список литературы.

Заключение

При изучении окружающего мира мы часто сталкиваемся с процессами, течение которых заранее предсказать в точности невозможно. Знакомство учащихся с понятием случайной величины и моделирование случайных чисел на компьютере способствует:

· общему развитию и становлению мировоззрения учащихся;

· овладению моделированием как методом познания;

· выработке общих навыков компьютерного моделирования;

· профессиональной ориентации учащихся;

· преодолению предметной разобщенности, интеграции знаний;

· развитию и профессионализации навыков работы с компьютером.

Неотъемлемой частью курса является разработка алгоритмов и написание программ. Если ставить цель лишь исследовать поведение модели, то можно воспользоваться пакетом прикладных программ решения математических задач, поскольку это ускорит процесс исследования (не надо тратить время на разработку алгоритма). Здесь стоит сказать о возможности работать со случайными величинами в среде электронных таблиц Excel (функция СЛЧИС и другие математические и статистические функции) – эта возможность может стать темой целой методической разработки. Самостоятельно же разработанные программы позволят учащимся более осознанно работать с моделью.

В профильном курсе информатики обойтись базовой математической подготовкой всего скорей не удастся, поэтому речь идет о расширении математических знаний учащихся, уровне подготовленности. Демонстрируя, как с помощью имитационного моделирования появляется возможность исследовать действительность, можно проследить прикладную направленность математики и информатики.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Примеры решения задач

1. На экране 80*25 расположить 200 звездочек (*) случайным образом и цветом. (Звезды.pas)

program pr1;

 uses crt;

 var i,x,y:integer;

begin

crtwindowsize(80,25);

textbackground(black);

clrscr;

 for i:=1 to 500 do begin

  x:=random(80)+1;

  y:=random(25)+1;

  gotoxy(x,y);

  textcolor(random(15)+1);

  write('*');

  HideCursor;

  delay(100);

  end;

end.

2. Вывести на экране N случайных заглавных латинских букв. (Буквы.pas)

program pr1;

 uses crt;

 var i,x,y,N:integer;

begin

 readln(N);

 for i:=1 to N do begin

  x:=random(26)+65;

  y:=random(15);

  textcolor(y);

  write(chr(x));

  delay(100);

  end;

end.

3. Получить N вложенных прямоугольников случайного цвета. (Прямоугольники.pas)

program pr1;

 uses crt;

 var i,c:integer;

begin

 crtwindowsize(80,40);

 for i:=1 to 20 do begin

  window(80-2*i,40-i,2*i-1,i-1);

  c:=random(16);

  textbackground(c);

  clrscr;

  delay(100);

  end;

end.

4. Составить программу, проверяющую знание таблицы умножения. В ней случайным образом получают два целых числа, больших 0 и меньших 10, после чего  на экран выводится вопрос о произведении этих чисел, например, в виде: "4 * 9=". После задания 5 примеров и ввода ответов должно выводиться сообщение об оценке. (Тест по таблице умножения.pas)

program pr1;

 uses crt;

 var i,x,y,R,k:integer;

begin

 k:=0;

 for i:=1 to 5 do begin

  x:=random(10)+1;

  y:=random(10)+1;

  write(x,'*',y,'=');

  readln(R);

  if x*y=R then k:=k+1;

  end;

  write('Ваша оценка ');

  if k<=2 then writeln(2)

          else writeln(k);

end.

5. Сформировать массив, состоящий из N элементов, заполненный случайными числами от 1 до N.

1 способ (Заполнение массива_1.pas)

Program Massiv;

 const N=10;

 var i,k,j:integer;

     a:array [1..N] of integer;

begin

 Randomize;

 for i :=1 to N do

  a[i]:=i;

 for i:=1 to N do begin

   j := random(N)+1;

   k:=a[i];

   a[i]:=a[j];

   a[j]:=k;

 end;

 for i :=1 to n do

    write(A[i]:4);

 writeln;

end.

2 способ (Заполнение массива_2.pas)

Program Massiv;

 const N=10;

 var i,k,j:integer;

     a:array [1..N] of integer;

     l:boolean;

begin

 Randomize;

 i:=1;

 while i<=N do begin

  k:=1;

  a[i]:=random(N)+1;

  l:=true;

  while (k<i) and l do

   if a[i]<>a[k] then k:=k+1

                 else l:=false;

  if i=k then i:=i+1;

  end;

 for i :=1 to n do

    write(A[i]:4);

 writeln;

end.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

План сопровождения проекта

Идея проекта: у ученика возник вопрос, почему каждый раз при загрузке компьютерной игры возникает разная (случайная) начальная позиция поля? Как получается «случайность» в компьютере?

Тема проекта: случайные величины

Содержание проектной деятельности (ПООП):

Рассмотрение понятий случайная (псевдослучайная) величина, моделирование случайных чисел на ПК, практическое применение случайных чисел (создание игры), изложение алгоритма решения задачи, презентация программы.

Педагогические задачи:

1. научить ребенка приемам целеполагания, прогнозирования, фиксирования и самоанализа результатов своей деятельности;

2. научить четко и логично создавать сопроводительный документ к программному продукту;

3. формировать навыки презентационного выступления, защиты проекта.

Планируемые результаты:

· знакомство с методами моделирования случайных чисел на компьютере, применением случайных чисел при решении задач;

· освоение этапов работы над проектом;

· создание компьютерной игры с использованием случайных величин;

· оформление сопроводительных документов.

Класс: 10

Вид проекта: прикладной

По доминирующей деятельности: игровой

По предметно-содержательной области: информатика

По количеству участников: индивидуальный

Сроки проекта: октябрь - март

Средства оценки: индивидуальная тетрадь реализации проекта

План сопровождения проекта:

	Этапы проекта
	Деятельность детей
	Возможные затруднения
	Деятельность педагога

	Мотивационный
	Обсуждение темы проекта (моделирование псевдослучайных чисел, имитационное моделирование, применение случайных чисел в задачах, играх), выбор итогового продукта (игра «Быки-коровы», «Тетрис» или др)
	Выбор игры, может быть придумка собственной модели
	Познакомить с различными источниками информации по интересующей теме, методами обработки и  систематизации материала, консультация с учителем математики (элементы теории вероятностей)

	Установочный
	Планирование работы над проектом, знакомство с требованиями к проекту, критериями оценивания
	Выбор языка программирования, графического приложения
	Предложить различные варианты использования языков высокого уровня, моделирования случайных чисел

	Реализация
	Реализует проект по плану, делает отметки о выполнении
	Поиск и систематизация информации, художественное (графическое) представление игры
	Для апробации игры привлечь младших школьников, помочь выявить проблемы при тестировании продукта

	Презентационный
	Подготовка сопроводительной документации, презентации, текста выступления
	Четкое описание игры, характеристик ПК, подготовка лаконичного выступления
	Помощь при подготовке презентации, формулировка возможных вопросов, проведение предзащиты  

	Рефлексивный
	Подведение итогов, дальнейшее планирование
	Заинтересованность потребителей (детей) в продукте
	Помочь обозначить достигнутые цели, плюсы проекта, готового продукта



